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Ââåäåíèå

Ïóñòü F = F (x1, . . . , xN) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà. Êîììóòàòîðîì ýëåìåíòîâ w1, w2 ∈ F,
íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò

[w1, w2] = w−11 w−12 w1w2 ∈ F. (0.1)

Òàê êàê â çàïèñè (0.1) ìîæåò ïðîèçîéòè ìíîãî ñîêðàùåíèé, âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè
äàííûé ýëåìåíò êîììóòàòîðîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåî÷åâèäíûì. Ïåðâûì äîñòèæåíèåì â
ýòîì âîïðîñå áûëà òåîðåìà Âèêñà [3].

Òåîðåìà (Wicks). Ïóñòü W � öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîå ñëîâî. Òîãäà W ïðåäñòàâëÿåò

íåêîòîðûé êîììóòàòîð â F òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ öèêëè÷å-

ñêàÿ ïåðåñòàíîâêà W ′ ñëîâà W, ÷òî îíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç ñîêðà-
ùåíèé

W ′ = W−1
1 W−1

2 W−1
3 W1W2W3.

Â ÷àñòíîñòè, ýòà òåîðåìà äà¼ò àëãîðèòì ïî ïðîâåðêå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ýëåìåíò ñâîáîäíîé
ãðóïïû êîììóòàòîðîì.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòîðîâ
îáðàçóåò íîðìàëüíóþ ïîäãðóïïó â F, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [F, F ] è íàçûâàåòñÿ êîììóòàí-
òîì F . Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîììóòàòîðîâ, íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòà-
âèòü ýëåìåíò w ∈ [F, F ] íàçûâàåòñÿ êîììóòàòîðíîé äëèíîé w è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
cl(w).Ïåðâûé íåî÷åâèäíûé ïðèìåð äà¼ò êóá êîììóòàòîðà äâóõ áóêâ [x, y]3.Î÷åâèäíî, ÷òî
åãî êîììóòàòîðíàÿ äëèíà íå áîëüøå òð¼õ, íî ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îíà ðàâíà äâóì:

[x, y]3 = [x−1yx, x−2yxy−1][yxy−1, y2].

Áîëåå òîãî â [2] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n ≥ 1

cl([x, y]n) = bn
2
+ 1c,

ãäå b−c � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê âû÷èñëåíèþ êîììóòà-
òîðíîé äëèíû [1],[2], íî ñàìûì ÿâíûì, è ïðîãðàììèðóåìûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä Áàðäàêîâà
[4], êîòîðîìó ïîñâÿùåí îòäåëüíûé ïàðàãðàô ýòîé ðàáîòû.

Íà îñíîâå ðàáîòû Áàðäàêîâà ìû äîêàçàëè òåîðåìó, êîòîðàÿ äà¼ò íîâûé àëãîðèòì äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðíîé äëèíû. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñëîâî w ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ

w = w1a
−1w2b

−1aw3bw4,

ãäå a, b ∈ {x±11 , x±12 , . . . , x±1N }, òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî

w = [w1w3aw
−1
1 , w1w3bw

−1
2 w−13 w−11 ]w1w3w2w4. (0.2)
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Ýòî çàìå÷àíèå âìåñòå ñî ñëåäóþùåé òåîðåìîé äà¼ò àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîììóòà-
òîðíîé äëèíû â ñâîáîäíîé ãðóïïå.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü F = F (x1, . . . , xn) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è w ∈ [F, F ]. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç ñîêðàùåíèé

w = w1a
−1w2b

−1aw3bw4

òàêîå, ÷òî a, b ∈ {x±11 , . . . , x±1n } è

cl(w1w3w2w4) = cl(w)− 1.

Èç ýòîé òåîðåìû òàêæå âûòåêàåò êëàññèôèêàöèÿ êîììóòàòîðîâ àëüòåðíàòèâíàÿ òåî-
ðåìå Âèêñà:

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü w ∈ [F, F ]. Òîãäà w � êîììóòàòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

w ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç ñîêðàùåíèé

w = w1a
−1w2b

−1aw3bw4

òàê, ÷òî

w1w3w2w4 = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå

w = [w1w3aw
−1
1 , w1w3bw

−1
2 w−13 w−11 ].

Àëãîðèòì ïðîâåðêè òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñëîâî êîììóòàòîðîì, îñíîâàííûé íà Ñëåäñòâèè
4.2, çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåáîðå ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç ñîêðàùåíèé w =
w1a

−1w2b
−1aw3bw4, è ïðîâåðêè ðàâåíñòâà w1w3w2w4 = 1.

Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðíîé äëèíû ïðè ïîìîùè Òåîðåìû 4.1 âûãëÿäèò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàäî ïåðåáðàòü âñå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà w â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ w = w1a

−1w2b
−1aw3bw4 è ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî C1(w), êîòîðîå ñîñòîèò èç ýëå-

ìåíòîâ w1w3w2w4 ïî âñåì ýòèì ïðåäñòàâëåíèÿì. Äàëåå íóæíî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî
C2(w) =

⋃
u∈C1(w)

C1(u) è òàê äàëåå Ci+1(w) =
⋃
u∈Ci(w)

C1(u), ïîêà ìíîæåñòâî Cl(w) íå

áóäåò ñîäåðæàòü ýëåìåíò 1. Òîãäà cl(w) = l.
Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòè àëãîðèòìû ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì àëãîðèòìû, êîòîðûå

äàþò òåîðåìà Âèêñà è òåîðåìà Áàðäàêîâà. Áîëåå òîãî, íàø àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ êîììó-
òàòîðíîé äëèíû ïîçâîëÿåò íå òîëüêî âû÷èñëèòü å¼, íî è ïðåäúÿâèòü ÿâíî ìèíèìàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîììóòàòîðîâ.

1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

• Àëôàâèòîì ìû íàçûâàåì ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå N -ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
{x1, . . . , xN}, ýëåìåíòû êîòîðîãî ìû íàçûâàåì áóêâàìè. Êàæäîé áóêâå xi ìû ñî-
ïîñòàâëÿåì íåêîòîðûé ýëåìåíò x−1i òàê, ÷òî âñå ýëåìåíòû x1, . . . , xN , x

−1
1 , . . . , x−1N

ðàçëè÷íû. Òîãäà íà ìíîæåñòâå {x±11 , . . . , x±1N } = {x1, . . . , xN , x
−1
1 , . . . , x−1N } îïðåäåëå-

íî îòîáðàæåíèå (−)−1, êîòîðîå ïîñûëàåò xi 7→ x−1i è x−1i 7→ xi.
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• Ñëîâîì íàçîâ¼ì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

W = a1 . . . an,

ãäå ai ∈ {x±11 , . . . , x±1N }. Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ, âêëþ÷àÿ ïóñòîå, îáðàçóåò ìîíîèä
îòíîñèòåëüíî ïðèïèñûâàíèÿ, êîòîðûé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

FM = FM(x1, . . . , xN , x
−1
1 , . . . , x−1N ).

• Ñëîâî W íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííûì, åñëè ai 6= a−1i+1 äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n − 1.
Ïðèâåä¼ííîå ñëîâî W íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè ïðèâåä¼ííûì, åñëè a1 6= a−1n .

• ÑëîâàW1 èW2 íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëèW1 = Waa−1W ′

è W2 = WW ′ äëÿ íåêîòîðûõ ñëîâ W,W ′ è ñèìâîëà a ∈ {x±11 , . . . , x±1N }. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ∼ íàèìåíüøåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå ñëîâ, ñîäåðæàùåå
îòíîøåíèå ýëåìåíòàðíîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà ñëîâà W1 è W2 íàçûâàþòñÿ ýê-
âèâàëåíòíûìè, åñëè W1 ∼ W2. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ñëîâà W ìû îáîçíà÷àåì
÷åðåç

w = [W ].

Äëÿ êàæäîãî ñëîâà W, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðèâåä¼ííîå ñëîâî red(W ) ýêâèâà-
ëåíòíîå W.

• Ôàêòîð ìíîæåñòâî FM/ ∼ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, êîòîðîå èí-
äóöèðîâàíî îïåðàöèåé ïðèïèñûâàíèÿ. Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé
íà àëôàâèòå x1, . . . , xN è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç F = F (x1, . . . , xN).

• Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà w ∈ F ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïðèâåä¼ííîå ñëîâîW òàêîå,
÷òî w = [W ]. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åãî

red(w) = W.

Çàìå÷àíèå 1.1. Òàê êàê íàì áóäåò ïîëåçíî ðàáîòàòü íå òîëüêî ñ ïðèâåä¼ííûìè
ñëîâàìè, ìû áóäåì ÷¼òêî ðàçëè÷àòü ñëîâà W ∈ FM è ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû
ñâîáîäíîé ãðóïïû w = [W ] ∈ F.

• Ñëîâî W ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîâ W1,W2, . . . ,Wk áåç ñîêðà-

ùåíèé, åñëè Wi � íåïóñòûå ñëîâà,

W = W1W2 . . .Wk

è ïîñëåäíÿÿ áóêâà Wi íå ñîâïàäàåò ñ îáðàòíîé ê ïåðâîé áóêâå Wi+1 äëÿ âñåõ i.

• Ýëåìåíò w ∈ F ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ w1, w2, . . . , wk ∈
F áåç ñîêðàùåíèé, åñëè ñëîâî red(w), ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç
ñîêðàùåíèé ñëîâ red(w1), . . . , red(wk).

• Åñëè n ∈ N, ìû ïîëàãàåì n = {1, . . . , n}.

• Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç #X.
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• Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî áèåêöèÿ σ : X → X íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé
íà X. Ãðóïïà âñåõ ïåðåñòàíîâîê íà X îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç S(X). Òîãäà Sn = S(n).
Ïåðåñòàíîâêè çàïèñûâàþòñÿ â öèêëè÷åñêîé çàïèñè .

• Îðáèòîé ýëåìåíòà x ∈ X îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè σ ∈ S(X) ìû íàçûâàåì
ìíîæåñòâî {σi(x) ∈ i ∈ Z}. Ìíîæåñòâî îðáèò âñåõ ýëåìåíòîâ X îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè σ îáîçíà÷èì ÷åðåç O(σ). Êîëè÷åñòâî îðáèò âñåõ ýëåìåíòîâ X îò-
íîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè σ îîçíà÷èì ÷åðåç o(σ).

• Ïåðåñòàíîâêà π ∈ Sn íàçûâàåòñÿ èíâîëþöèåé, åñëè π2 = 1.

• Äëÿ èíâîëþöèè π ∈ Sn ìû ÷åðåç σπ ìû îáîçíà÷àåì ñëåäóþùóþ ïåðåñòàíîâêó èç
Sn :

σπ = (1, 2, . . . , n)π.

• Êîëè÷åñòâî îðáèò ïåðåñòàíîâêè σπ ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç

v(π) = o(σπ).

2 Òåîðåìà Áàðäàêîâà

Â ýòîì ïóíêòå ìû îïèøåì àëãîðèòì Áàðäàêîâà äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîììóòàòîðíîé äëèíû
â ñâîáîäíîé ãðóïïå [4].

Ïóñòü
W = a1 . . . an ∈ F

� (íåîáçàòåëüíî ïðèâåäåííîå) ñëîâî, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò èç êîììóòàíòà, ãäå
ai ∈ {x±11 , . . . , x±1N }. Ñïàðèâàíèåì íà ñëîâå W íàçîâ¼ì èíâîëþöèþ π ∈ Sn òàêóþ, ÷òî

aπ(i) = a−1i .

Ìíîæåñòâî ñïàðèâàíèé íà ñëîâå W îáîçíà÷èì ÷åðåç P (W ). Òàê êàê W ïðåäñòàâëÿåò
ýëåìåíò èç êîììóòàíòà, êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé êàæäîé áóêâû âW â ïåðâîé ñòåïåíè ðàâíî
êîëè÷åñòâó âõîæäåíèé â ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè, è ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî P (W ) íå
ïóñòî. Äëÿ êàæäîãî π ∈ P (W ) îáîçíà÷èì ÷åðåç v(π) êîëè÷åñòâî îðáèò ïåðåñòàíîâêè σπ =
(1, . . . , n)π, ãäå (1, . . . , n) ∈ Sn � ýòî äëèííûé öèêë. Ñïàðèâàíèå íàçîâ¼ì ìèíèìàëüíûì,
åñëè v(π) ìàêñèìàëüíî ñðåäè âñåõ π ∈ P (w).

Òåîðåìà 2.1 (Áàðäàêîâ). Ïóñòü ñëîâî W ïðåäñòàâëÿåò ýëåìåíò w ∈ [F, F ] è π �

ìèíèìàëüíîå ñïàðèâàíèå íà ñëîâå W. Òîãäà

cl(w) =
1− v(π)

2
+
n

4
.

Çàìå÷àíèå 2.2. Â ñòàòüå Áàðäàêîâà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî W � öèêëè÷åñêè ïðèâåäåííîå
ñëîâî, íî â äîêàçàòåëüñòâå ýòî íå èñïîëüçóåòñÿ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñäåëàíî ïîòîìó, ÷òî
â âîïðîñàõ, ñâÿçàííûé ñ êîììóòàòîðíîé äëèíîé, îò ïðîèçâîëüíîãî ñëîâàW âñåãäà ìîæíî
ïåðåéòè ê ñîîòâåòñòâóþùåìó öèêëè÷åñêè ðåäóöèðîâàííîìó ñëîâó, íî íàì áóäåò óäîáíî
ïîëüçîâàòüñÿ ýòîé òåîðåìîé â ïîëíîé îáùíîñòè.
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3 Ëåììû î ïåðåñòàíîâêàõ

Ïóñòü X, Y � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà è α : X → Y � èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîò-
ðèì îòîáðàæåíèå

α∗ : S(Y ) −→ S(X),

êîòîðîå çàäà¼òñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ σ ∈ S(Y ) è x ∈ X îáîçíà÷èì ÷åðåç m =
m(x, σ) ≥ 1 íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî σm(α(x)) ∈ α(X). Òîãäà

α∗(σ)(x) = α−1(σm(α(x))).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî α∗(σ) � êîððåêòíî îïðåäåë¼ííàÿ ïåðåñòàíîâêà. Òàê êàê α èíúåêòèâíî,
îòîæäåñòâèâ X è α(X), ìû âñåãäà ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ⊆ Y è α � òîæäåñòâåííîå
âëîæåíèå. Òîãäà m = m(x, σ) � ýòî íàèìåíüøåå ÷èñëî òàêîå, ÷òî σm(x) ∈ X.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü σ ∈ S(X) è A ∈ O(σ). Òîãäà èëè α−1(A) = ∅, èëè α−1(A) ∈ O(α∗(σ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ⊆ Y è α � òîæäåñòâåí-
íîå âëîæåíèå. Òîãäà íóæíî äîêàçàòü, ÷òî èëè A ∩X = ∅, èëè A ∩X ∈ O(α∗(σ)). Ïóñòü
A∩X 6= ∅. Ðàññìîòðèì x ∈ A∩X. Òîãäà A = {σi(x) | i ≥ 1}. Ðàññìîòðèì âîçðàñòàþùóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ òåõ ÷èñåë 1 ≤ m1 < m2 < m3 < . . . äëÿ êîòîðûõ σmi(x) ∈ X.
Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, A ∩X = {σmi(x) | i ≥ 1}, ñ äðóãîé ñòîðîíû σmi(x) = α∗(σ)i(x).
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî A ∩ X = {α∗(σ)i(x) | i ≥ 1} � îðáèòà ýëåìåíòà x îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè α∗(σ).

Ñëåäñòâèå 3.2. Ïóñòü σ ∈ S(X) òàêàÿ, ÷òî A∩ α(X) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî A ∈ O(σ). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî A ∈ O(σ) èìååì α−1(A) ∈ O(α∗(σ)) è ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå

α−1 : O(σ) −→ O(α∗(σ))

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Â ÷àñòíîñòè, o(σ) = o(α∗(σ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî X ⊆ Y è α � òîæäåñòâåí-
íîå âëîæåíèå. Îòîáðàæåíèå α−1 : O(σ) −→ O(α∗(σ)) èíúåêòèâíî, òàê êàê ëþáàÿ îðáèòà
A îòíîñèòåëüíî σ îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ëþáûì ñâîèì ýëåìåíòîì, è â ÷àñòíîñòè, ëþ-
áûì ýëåìåíòîì èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà A ∩X. Îðáèòû îòíîñèòåëüíî σ ïîêðûâàþò Y, è
ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåñå÷åíèÿ A ∩ X ïîêðûâàþò X, ãäå A ∈ O(σ). Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî ïåðåñå÷åíèé {A ∩ X | A ∈ O(σ)} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îðáèò O(α∗(σ)), è
ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèèå α−1 : O(σ) −→ O(α∗(σ)) ñþðúåêòèâíî.

Ðàññìîòðèì n è 1 ≤ i < j < j + 1 < k ≤ n. Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

α : n− 4 −→ n

åäèíñòâåííîå èíúåêòèâíîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå, îáðàç êîòîðîãî íå ñîäåðæèò i, j, j+
1, k. Òîãäà α çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå:

α(x) =


x, åñëè x < i

x+ 1, åñëè i ≤ x < j − 1
x+ 3, åñëè j − 1 ≤ x < k − 3
x+ 4, åñëè k − 3 ≤ x ≤ n− 4.

(3.1)
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Äàëåå ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó τ ∈ Sn−4, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå:

τ(x) =


x, åñëè x < i

x+ k − j − 2, åñëè i ≤ x < j − 1
x+ i− j + 1, åñëè j − 1 ≤ x < k − 3

x, åñëè k − 3 ≤ x ≤ n− 4.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü n ≥ 5 è π ∈ Sn � èíâîëþöèÿ òàêàÿ, ÷òî π(i) = j + 1 è π(j) = k, è
ïóñòü π′ ∈ Sn−4 � åäèíñòâåííàÿ èíâîëþöèÿ òàêàÿ, ÷òî απ′ = πα. Òîãäà

α∗(σπ) = τ−1(1, . . . , n− 4)τπ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = 4, òî ýòî óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî n ≥ 5. Ïóñòü σ := σπ. Ìíîæåñòâî n ìû îòîæäåñòâëÿåì ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé
Z/n, è àíàëîãè÷î, ìíîæåñòâî n− 4 ñ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé Z/(n− 4). Â òîì ñìûñëå, ÷òî
ýëåìåíòû èç n ìû ñêëàäûâàåì ïî ìîäóëþ n, à ýëåìåíòû èç n− 4 ïî ìîäóëþ n−4. Òàêèì
îáðàçîì, äëÿ y ∈ n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî y+1 = (1, . . . , n)(y) è äëÿ x ∈ n− 4 èìååò ìåñòî
x + 1 = (1, . . . , n − 4)(x). Òîãäà σ(y) = π(y) + 1 äëÿ ëþáîãî y ∈ n. Â ýòèõ îáîçíà÷åííûõ
íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ n− 4 âûïîëíÿåòñÿ

α∗(σ)(x) = τ−1(τπ′(x) + 1). (3.2)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè y ∈ n, òî

y, y + 1 6∈ {i, j, j + 1, k} ⇒ α−1(y + 1) = α−1(y) + 1. (3.3)

Êðîìå òîãî, äëÿ x ∈ n− 4 âûïîëíÿåòñÿ

x 6∈ {i− 1, j − 2, k − 4} ⇔ τ(x+ 1) = τ(x) + 1 ⇔ τ−1(τ(x) + 1) = x+ 1. (3.4)

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (3.2) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ n− 4. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü π′(x) 6∈ {i − 1, j − 2, k − 4}. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ýêâèâàëåíòíî

òîìó, ÷òî πα(x) + 1 6∈ {i, j, j + 1, k}. Òàê êàê πα(x) âñåãäà íå ëåæèò â {i, j, j + 1, k} è
σα(x) = πα(x) + 1 ëåæèò â îáðàçå α, èñïîëüçóÿ (3.3) è (3.4), ïîëó÷àåì

α∗(σ)(x) = α−1(σα(x)) = α−1(πα(x) + 1) = α−1(πα(x)) + 1 = π′(x) + 1 = τ−1(τπ′(x) + 1).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü π′(x) ∈ {i−1, j−2, k−4} è |{i−1, j−2, k−4}| = 3. Òî åñòü i 6= j−1,
j + 2 6= k è i− 1 6= k − 4 (mod n− 4). Â ÷àñòíîñòè, (i, k) 6= (1, n).

Ñëó÷àé 2.1. Ïóñòü π′(x) = i− 1. Òîãäà σα(x) = πα(x)+ 1 = α(i− 1)+ 1 = i íå ëåæèò
â îáðàçå α. Òîãäà σ2α(x) = σ(i) = π(i) + 1 = j + 2 < k ëåæèò â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ2α(x) = α−1(j + 2) = j − 1 = τ−1(i) = τ−1(τ(i− 1) + 1) = τ−1(τπ′(x) + 1).

Ñëó÷àé 2.2. Ïóñòü π′(x) = j−2. Òîãäà σα(x) = πα(x)+1 = α(j−2)+1 = j íå ëåæèò
â îáðàçå α. Òîãäà σ2α(x) = σ(j) = k + 1 6= i ëåæèò â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ2α(x) = k − 3 = τ−1(k − 3) = τ−1(τ(j − 1) + 1) = τ−1(τπ′(x) + 1).

Ñëó÷àé 2.3. Ïóñòü π′(x) = k−4. Òîãäà σα(x) = πα(x)+1 = α(k−4)+1 = k íå ëåæèò â
îáðàçå α. Òîãäà σ2α(x) = σ(k) = j+1 íå ëåæèò â îáðàçå α, íî σ3α(x) = σ(j+1) = i+1 < j
ëåæèò â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ3α(x) = i = τ−1(i+ k − j − 2) = τ−1(τ(k − 4) + 1) = τ−1(τπ′(x) + 1).
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Ñëó÷àé 3. Ïóñòü π′(x) ∈ {i− 1, j− 2, k− 4} è i− 1 = j− 2, íî i− 1 6= k− 4 6= j− 2. Â
òàêîì ñëó÷àå, π′(x) ∈ {i− 1, k− 4} è (i, k) 6= (1, n), j + 2 < k, i+ 1 = j. Êðîìå òîãî, τ = 1.

Ñëó÷àé 3.1. Ïóñòü π′(x) = i− 1 = j − 2. Òîãäà σα(x) = πα(x) + 1 = α(i− 1) + 1 = i
íå ëåæèò â îáðàçå α, íî σ2α(x) = σ(i) = j + 2 < k â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ2α(x) = α−1(j + 2) = j − 1 = τ−1(i) = τ−1(τ(i− 1) + 1) = τ−1(τπ′(x) + 1).

Ñëó÷àé 3.2. Ïóñòü π′(x) = k−4. Òîãäà σα(x) = πα(x)+1 = α(k−4)+1 = k íå ëåæèò
â îáðàçå α, è σ2α(x) = σ(k) = j + 1 íå ëåæèò â îáðàçå α, è σ3α(x) = σ(j + 1) = i+ 1 = j
íå ëåæèò â îáðàçå α. Íî σ4α(x) = σ(j) = k + 1 6= i ëåæèò â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ4α(x) = α−1(k+1) = k−3 = τ−1(k−3) = τ−1(τ(k−4)+1) = τ−1(τπ′(x)+1).

Ñëó÷àé 4. Ïóñòü π′(x) ∈ {i− 1, j− 2, k− 4} è j− 2 = k− 4, íî j− 2 6= i− 1 6= k− 4. Â
òàêîì ñëó÷àå, π′(x) ∈ {i− 1, j − 2} è (i, k) 6= (1, n), i+ 1 < j, j + 2 = k. Êðîìå òîãî, τ = 1.

Ñëó÷àé 4.1. Ïóñòü π′(x) = i− 1. Òîãäà σα(x) = πα(x)+ 1 = α(i− 1)+ 1 = i íå ëåæèò
â îáðàçå α, è σ2α(x) = σ(i) = j + 2 = k íå ëåæèò â îáðàçå α, è σ3α(x) = σ(k) = j + 1 íå
ëåæèò â îáðàçå α. Íî σ4α(x) = σ(j + 1) = i+ 1 < j ëåæèò â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ4α(x) = α−1(i+ 1) = i = τ−1(i) = τ−1(τ(i− 1) + 1) = τ−1(τπ′(x) + 1).

Ñëó÷àé 4.2. Ïóñòü π′(x) = j − 2 = k − 4. Òîãäà σα(x) = πα(x) + 1 = α(j − 2) + 1 = j
íå ëåæèò â îáðàçå α, íî σ2α(x) = σ(j) = k + 1 ëåæèò â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ2α(x) = α−1(k+1) = k−3 = τ−1(k−3) = τ−1(τ(k−4)+1) = τ−1(τπ′(x)+1).

Ñëó÷àé 5. Ïóñòü π′(x) ∈ {i− 1, j − 2, k − 4} è i− 1 = k − 4, íî i− 1 6= j − 2 6= k − 4.
Â òàêîì ñëó÷àå, π′(x) ∈ {n− 4, j − 2} è (i, k) = (1, n), i+ 1 < j, j + 2 < k.

Ñëó÷àé 5.1. Ïóñòü π′(x) = n− 4. Òîãäà σα(x) = πα(x) + 1 = α(n− 4) + 1 = n = k íå
ëåæèò â îáðàçå α, è σ2α(x) = σ(k) = j + 1 íå ëåæèò â îáðàçå α, íî σ3α(x) = σ(j + 1) = 2
íå ëåæèò â îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ3α(x) = α−1(2) = 1 = τ−1(n− j − 1) = τ−1(τ(n− 4) + 1) = τ−1(τπ′(x) + 1).

Ñëó÷àé 5.2. Ïóñòü π′(x) = j−2. Òîãäà σα(x) = πα(x)+1 = α(j−2)+1 = j íå ëåæèò
â îáðàçå α, è σ2α(x) = σ(j) = 1 íå ëåæèò â îáðàçå α. Íî σ3α(x) = σ(1) = j + 2 ëåæèò â
îáðàçå α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σ)(x) = α−1σ2α(x) = α−1(j + 2) = j − 1 = τ−1(1) = τ−1(τ(j − 2) + 1) = τ−1(τπ′(x) + 1).

Ñëó÷àé 6. Ïóñòü i − 1 = j − 2 = k − 4. Òîãäà i = 1, j = 2, j + 1 = 3, k = 4, è
ñëåäîâàòåëüíî, n = 4. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, â êîòîðîì ðàáîòàåò Ëåììà 3.3.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü n = 14, i = 3, j = 6, k = 12, è ïóñòü

π = (1, 9)(2, 4)(3, 7)(5, 13)(6, 12)(8, 11)(10, 14).
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Òîãäà σπ = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14)(1, 9)(2, 4)(3, 7)(5, 13)(6, 12)(8, 11)(10, 14).
Âû÷èñëÿÿ, ïîëó÷àåì

σπ = (1, 10)(2, 5, 14, 11, 9)(3, 8, 12, 7, 4)(6, 13).

Îòîáðàæåíèå α : 10 → 14 äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: α(1) = 1, α(2) = 2, α(3) =
4, α(4) = 5, α(5) = 8, α(6) = 9, α(7) = 10, α(8) = 11, α(9) = 13, α(10) = 14. Òîãäà
α∗(σπ) ïîëó÷àåòñÿ âûêèäûâàíèåì 3, 6, 7, 12 èç öèêëîâ, è çàìåíû òîãî, ÷òî îñòàëîñü íà èõ
ïðîîáðàçû îòíîñèòåëüíî α. Ñëåäîâàòåëüíî,

α∗(σπ) = (1, 7)(2, 4, 10, 8, 6)(5, 3)(9).

Âû÷èñëèì π′ :
π′ = (1, 6)(2, 3)(4, 9)(5, 8)(7, 10).

Âû÷èñëèì τ :
τ = (1)(2)(3, 7, 5)(4, 8, 6)(9)(10).

Òîãäà ïîëó÷àåì

τ(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10)τ−1 = (1, 2, 5, 6, 7, 8, 3, 4, 9, 10)

Ñëåäîâàòåëüíî,

τ(1, . . . , 10)τ−1π′ = (1, 7)(2, 4, 10, 8, 6)(3, 5)(9) = α∗(σπ).

Ëåììà 3.5. Ïóñòü n, i, j, k ∈ n è π ∈ Sn, π′ ∈ Sn−4 êàê â ïðåäûäóùåé ëåììå. È ïóñòü

π̃ = τ−1π′τ. Òîãäà
v(π) = v(π̃).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî o(σπ) = o(σπ̃). Òàê êàê ïåðåñòàíîâêè α
∗(σ) =

τ−1(1, . . . , n − 4)τπ′ è σπ̃ = (1, . . . , n − 4)τπ′τ−1 ñîïðÿæåíû, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
o(σπ) = o(α∗(σπ)). Ââèäó Ñëåäñòâèÿ 3.2, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî âñå îðáèòû îòíîñè-
òåëüíî ïåðåñòàíîâêè σπ ïåðåñåêàþòñÿ ñ îáðàçîì α. Äðóãèìè ñëîâàìè, íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî îáèòû êàæäîãî èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {i, j, j + 1, k} íå ëåæàò â ýòîì ìíîæåñòâå.

Äîêàæåì, ÷òî îðáèòà i îòíîñèòåëüíî σπ âñåãäà âûõîäèò èç ìíîæåñòâà {i, j, j + 1, k}.
σπ(i) = j+2. Òàêèì îáðàçîì, åñëè j+2 < k, òî âñ¼ äîêàçàíî. Ïóñòü òåïåðü j+2 = k. Òîãäà
σ2
π(i) = j+1, è ñëåäîâàòåëüíî, σ3

π(i) = i+1. Òîãäà åñëè j+2 = k è i+1 < j, òî âñ¼ äîêàçàíî.
Ïóñòü òåïåðü j+2 = k è i+1 = j. Òîãäà {i, j, j+1, k} = {i, i+1, i+2, i+3}. Ñëåäîâàòåëüíî,
σ4
π(i) = k + 1 = i + 4. Òàê êàê n ≥ 5, ïîëó÷àåì, ÷òî i + 4 6= i, è ñëåäîâàòåëüíî, îðáèòà i
íå âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâå {i, j, j + 1, k}.

Äîêàæåì, ÷òî îðáèòà j îòíîñèòåëüíî σπ íå âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî {i, j, j + 1, k}.
σπ(j) = k+1. Òàêèì îáðàçîì, åñëè (i, k) 6= (1, n), òî îðáèòà j íå âêëþ÷àåòñÿ â {i, j, j+1, k}.
Ïóñòü òåïåðü i = 1, k = n. Òîãäà σπ(j) = i, ñëåäîâàòåëüíî, îðáèòû i è j ñîâïàäàþò è, êàê
äîêàçàíî âûøå, íå ëåæàò â ìíîæåñòâå {i, j, j + 1, k}.

Äîêàæåì, ÷òî îðáèòà j + 1 íå âêëþ÷àåòñÿ â {i, j, j + 1, k}. σπ(j + 1) = i + 1. Òîãäà,
åñëè i + 1 < j, òî âñ¼ äîêàçàíî. Ïóñòü i + 1 = j. Òîãäà σ2

π(j + 1) = j, è òîãäà âñ¼ ñëåäóåò
èç ïðåäûäóùåãî ïóíêòà.

Òàê êàê σπ(k) = j+1, îðáèòà k ðàâíà îðáèòå j+1, è ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå âêëþ÷àåòñÿ
â {i, j, j + 1, k}.
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4 Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Çàìåòèì, ÷òî åñòü ýëåìåíò ñâîáîäíîé ãðóïïû w = w1a
−1w2b

−1aw3bw4, òî âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

w = [w1w3aw
−1
1 , w1w3bw

−1
2 w−13 w−11 ]w1w3w2w4. (4.1)

Îíî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ïîèñêà ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà èç êîììó-
òàíòà [F, F ] â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà êîììóòàòîðîâ.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü F = F (x1, . . . , xn) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà è w ∈ [F, F ]. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå w â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç ñîêðàùåíèé

w = w1a
−1w2b

−1aw3bw4

òàêîå, ÷òî a, b ∈ {x±11 , . . . , x±1n } è

cl(w1w3w2w4) = cl(w)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì ñëîâîì W = a1 . . . an, ãäå ai ∈
{x±11 , . . . , x±1N }, è π ∈ Sn � ìèíèìàëüíîå ñïàðèâàíèå íà W . Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíîå
÷èñëî j ∈ {1, . . . , n} òàêîå, ÷òî π(j) > j. Îáîçíà÷èì i = π(j + 1), k = π(j). Òàê êàê ñëîâî
W ïðèâåäåííîå, k 6= j + 1, è ñëåäîâàòåëüíî, k > j + 1. Òàê êàê j � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ñî ñâîéñòâîì π(j) > j, ïîëó÷àåì i < j + 1. Íî i 6= j, ïîýòîìó 1 ≤ i < j < j + 1 < k ≤ n.
Îáîçíà÷èì a := a−1i = aj+1 è b := a−1j = ak. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîâî W ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ïðîèâåäåíèÿ áåç ñîêðàùåíèé

W = W1a
−1W2b

−1aW3bW4,

ãäå W1 = a1 . . . ai−1, W2 = ai+1 . . . aj−1, W3 = aj+2 . . . ak−1, W4 = ak+1 . . . an. Ïóñòü W̃ =
W1W3W2W4 è w̃ � ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò â ñâîáîäíîé ãðóïïå. Îáîçíà÷èì l = cl(w)
è l̃ = cl(w̃). Òîãäà îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî l̃ = l − 1. Â ñèëó (4.1) ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
l̃ ≥ l − 1. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü l̃ ≤ l − 1. Ïóñòü α : n− 4 → n åäèíñòâåííîå
ìîíîòîííîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, â îáðàçå êîòîðîãî íå ñîäåðæàòñÿ {i, j, j + 1, k},
êîòîðîå çàäà¼òñÿ ïî ôîðìóëå (3.1). Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç π̃ ∈ Sn−4 ïåðåñòàíîâêó êàê â
Ëåììå 3.5. Èç òîãî, ÷òî π ∈ P (W ), ñëåäóåò, ÷òî π̃ ∈ P (W̃ ). Ïî Ëåììå 3.5 ïîëó÷àåì, ÷òî
v(π̃) = v(π). Ñëåäîâàòåëüíî,

l̃ ≤ 1− v(π̃)
2

+
n− 4

4
=

1− v(π)
2

+
n

4
− 1 = l − 1.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü w ∈ [F, F ]. Òîãäà w � êîììóòàòîð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

w ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåç ñîêðàùåíèé

w = w1a
−1w2b

−1aw3bw4

òàê, ÷òî

w1w3w2w4 = 1.
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