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1 Ââåäåíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ôàêòîðèçàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï òèïà Ëè â òåðìèíàõ
ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ SL2. Òàêèå ðàçëîæåíèÿ õîðîøî èçó÷åíû äëÿ ãðóïï Øåâàëëå
íîðìàëüíûõ òèïîâ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñêðó÷åííûõ ãðóïï ñóùåñòâóþùèå äîêàçàòåëü-
ñòâà íîñÿò íåÿâíûé õàðàêòåð è äàþò äàëåêóþ îò òî÷íîé îöåíêó äëèíû ôàêòîðèçàöèè. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå äà¼òñÿ áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà äëèíû ôàêòîðèçàöèè.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n × n íàä êîììóòàòèâ-
íûì êîëüöîì R (â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü åãî êàê M(n,R)), ãäå n � íàòóðàëü-
íîå ÷èñëî, c îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì 1. Òîãäà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ýòî
ìíîæåñòâî îáðàçóåò ãðóïïó, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç SLn(R) è íàçûâàåòñÿ ñïåöè-
àëüíîé ëèíåéíîé ãðóïïîé.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî è w � èíâîëþöèÿ íà íåì, ò.å.
òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ R âûïîëíÿåòñÿ w(w(x)) = x. Äëÿ
ýëåìåíòà a ∈ R åãî îáðàçîáîçíà÷èì ÷åðåç a = w(a). Äëÿ ìàòðèöû m ∈M(n,R) îïðåäåëèì
ñîïðÿæåííóþ ê íåé ìàòðèöó m ïîñðåäñòâîì óñëîâèÿ:

∀i, j = 1, n xi,j = (xi,j).

Îïðåäåëåíèå 1.3. Ïóñòü

J =

⎛

⎜

⎝

0 0 −1
0 1 0
−1 0 0

⎞

⎟

⎠

.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

SU3(R) = {x ∈ SL3(R)∣x
tJx = J}.

Ýòî ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ ìàòðèö îáðàçóåò ãðóïïó, êîòî-
ðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ óíèòàðíàÿ ãðóïïà ðàçìåðíîñòè 3.

Â äàëüíåéøåì âìåñòî SU3(R) è SL2(R) áóäåì ïèñàòü SU3 è SL2 ñîîòâåòñâåííî, ââèäó
ðàññìîòðåíèÿ èõ íàä êîíå÷íûì ïîëåì F òàêèì, ÷òî ∣F ∣ = q2, ãäå q � ñòåïåíü ïðîñòîãî
÷èñëà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû SU3: x+(a, b), x−(a, b),
u+, u− è h(y). Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì àíòèýðìèòîâû ýëåìåíòû.
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Îïðåäåëåíèå 1.4. Ýðìèòîâû è àíòèýðìèòîâû ýëåìåíòû

Ïóñòü w � íåêîòîðàÿ èíâîëþöèÿ íàä êîíå÷íûì ïîëåì F , òîãäà ýðìèòîâûì ýëåìåíòîì
íàçîâåì ýëåìåíò a ∈ F òàêîé, ÷òî a = a. Àíòèýðìèòâûì ýëåìåíîì íàçîâåì ýëåìåíò
b ∈ F òàêîé, ÷òî b = −b.

Ïóñòü
Ψ = {(a, b) ∈ F × F ∣aa = b + b}.

Ìàòðèöû x+(a, b) è x−(a, b), ãäå (a, b) ∈ Ψ áóäåì çàïèñûâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x+(a, b) =
⎛

⎜

⎝

1 a b
0 1 a
0 0 1

⎞

⎟

⎠

x−(a, b) =
⎛

⎜

⎝

1 0 0
a 1 0
b a 1

⎞

⎟

⎠

.

Íàçîâ¼ì èõ ýëåìåíòàðíûìè îáðàçóþùèìè. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

x+(a, b), x−(a, b) ∈ SU3(R).

Ïóñòü λ ∈ F � àíòèýðìèòîâ ýëåìåíò, òîãäà ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

u+ = x+(0, λ); u− = x−(0, λ).

Äàëåå, ïóñòü y ∈ F . Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

h(y) =
⎛

⎜

⎝

y 0 0
0 y−1ȳ 0
0 0 ȳ−1

⎞

⎟

⎠

,

î÷åâèäíî, ÷òî h(y) ∈ SU3.

Îïðåäåëèì ïîäãðóïïû U+ è U− ãðóïïû SU3. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç U+ è U− ïîäãðóï-
ïû ãðóïïû SU3, ïîðîæäåííûå ýëåìåíòàìè x+(a, b) è x−(a, b) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå (a, b) ∈ Ψ
(ñì. îïðåäåëåíèå 1.5). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïîäãðóïïà U+ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ òèïà x+,
ïîñêîëüêó ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ òèïà x+ áóäåò ýëåìåíòîì òèïà x+. Àíàëîãè÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîäãðóïïà U−.

2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Îñíîâíîé çàäà÷åé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ôàêòîðèçàöèè ñêðó÷åííûõ ãðóïï
òèïà Ëè ïîäãðóïïàìè, èçîìîðôíûìè SL2.

Î÷åâèäíî, äëÿ íà÷àëà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ôàêòîðèçàöèþ SU3, ïîñêîëüêó ñêðó÷åí-
íûå ãðóïïû òèïà Ëè ÿâíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïîäãðóïï, èçîìîðôíûõ
SL2 è SU3.
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3 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, áëàãîäàðÿ êîòîðîé áûëà
çíà÷èòåëüíî óëó÷øåíà îöåíêà äëèíû ôàêòîðèçàöèè ãðóïïû SU3.

Òåîðåìà 3.1.

Ãðóïïà SU3 äîïóñêàåò SL2-ôàêòîðèçàöèþ äëèíû 20, à èìåííî

SU3 =H1H2 . . .H19H20, ãäå ∀i = 1,20 Hi ≅ SL2, Hi ⩽ SU3.

4 Èñïîëüçóåìûå ðåçóëüòàòû. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëü-

òàòû.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ëåììû. Â
ñòàòüå ([1], ñòð. 26, ëåììà 2.2) äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.1. Ãðóïïà SU3 äîïóñêàåò óíèòðåóãîëüíóþ ôàêòîðèçàöèþ SU3 = U+U−U+U−

äëèíû 4.

Â ñòàòüå ([2], ñòð. 203, òåîðåìà 2) äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4.2. Ïóñòü a ∈ F ∖ {0}, òîãäà äëÿ êàêîãî-òî b ∈ F òàêîãî, ÷òî ïàðà (a, b) ∈ Ψ
(ñì. îïðåäåëåíèå 1.5)è äëÿ ëþáîãî àíòèýðìèòîâîãî ýëåìåíòà λ ∈ F ñóùåñòâóþò g1, g2,
g3, g4 ∈ SU3 òàêèå, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

x+(a, b) = u
g1+ u

g2+ u
g3+ u

g4+ .

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî áûòü è äëÿ x−(a, b)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 4.3.

Äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ (a, b) ∈ Ψ (ñì. îïðåäåëåíèå 1.5), äëÿ ëþáîãî àíòèýðìèòîâîãî
ýëåìåíòà λ ∈ F ñóùåñòâóþò ìàòðèöû g1, g2, g3, g4, g5 ∈ SU3 òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

x+(a, b) = u
g1+ u

g2+ u
g3+ u

g4+ u
g5+ .

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî áûòü è äëÿ x−(a, b).
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5 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äîêàæåì Òåîðåìó 3.1.
Êàê ñëåäñòâèå Ëåììû 4.3, èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå:

U+
⊆H1 . . .H5, ãäå ∀i = 1,5 Hi ≅ SL2, Hi ⩽ SU3

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ U−. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò Ëåììû 4.1, ïî-
ëó÷àåì:

SU3 = U
+U−U+U−

=H1 . . .H5H6 . . .H10H11 . . .H15H16 . . .H20,

ãäå ∀i = 1,20 Hi ≅ SL2, Hi ⩽ SU3.

6 Äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

Äîêàæåì Ëåììó 4.3.
Èç Ëåììû 4.2 ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî b′ âûïîëíåíî

x+(a, b′) = ug1ug2ug3ug4 .

Ïîíÿòíî, ÷òî, ðàññìàòðèâàÿ âñåâîçìîæíûå ñîïðÿæåíèÿ âèäà uh(y), y ∈ F , ìîæíî ïîëó-
÷èòü ëþáóþ ìàòðèöó âèäà x+(0, c), ãäå c - àíòèýðìèòîâ ýëåìåíò. Òîãäà âûáåðåì òàêîé y,
÷òî c = b − b′. Èç ñîîòíîøåíèÿ aā = b + b̄ = b′ + b̄′ ñëåäóåò, ÷òî c - àíòèýðìèòîâ. Îñòà¼òñÿ
çàìåòèòü, ÷òî

x+(a, b) = x+(a, b′)x+(0, c) = x+(a, b′)uh(y) = ug1ug2ug3ug4uh(y).

Àâòîðû ðàáîòû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü àññèñòåíòó êàôåäðû àëãåáðû ìàòåìàòèêî-
ìåõàíè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÑÏáÃÓ À.Â. Ñìîëåíñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå
îáñóæäåíèÿ.
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